Variations de fonctions associées .
L. Rappels :

1. Sens de variations :

a. Définitions :

Soit f'une fonction définie sur un intervalle /.

— On dit que f'est croissante sur l’intervalle I si : Pourtouta, b € I, si a. . .b alors f (a). . .f (b)
Ce qui signifie que [

— On dit que f'est décroissante sur I'intervalle I si : Pour touta, b € [, si a. . .b alors f (a). . .f(b)
Ce qui signifie que f
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(a) Fonction croigsante

Remarque : Avec des inégalités strictes, on dit que fest ...................
décroissante

Si une fonction fest soit toujours (strictement) croissante, soit toujours (strictement) décroissante sur un
intervalle 7, on dit que f'est (strictement)

sur ’intervalle /.
2. Cas particuliers :

a. Fonctions affines :
Propriété : Soit /(x) = mx + p une fonction affine.

— Sim > 0 alors la fonction fest

— Sim =0 alors la fonction f'est

— Sim <0 alors la fonction fest
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b. Fonction carrée \ +
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La courbe représentative de la fonction carrée est une ..............ccccece...
4 -3




c. Fonction inverse g [
o]
Propriété : |i
La fonction INVErse €St .....cc.cevvevieniirienieeniiiicneeieeieeeesie e 2 'ﬂ
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La courbe représentative de la fonction inverse est une ............... R
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Remarques : 1. La courbe représentative de la fonction inverse ne |
touche aucun des axes de coordonnées. Par contre, elle s’en rapproche E
e 4]
indéfiniment... |

L’ordre n’est ici en aucun cas inversé...
On ne peut de toute fagon étudier les variations d’une fonction que sur un intervalle.

I1. La fonction racine carrée :

On appelle fonction racine carrée la fonction .......................... Elle est donc définie sur ............cccocc........

1. Définition : Soit x un nombre réel positif. 1l existe un unique nombre positif dont le carré est x. Ce
nombre est appel€ racine carré de x et €St NOte ......eevvvveeeriveeviiieeiieeee,

2. Sens de variation — Courbe représentative
— — a—b

1. Soient a et b deux nombres tels que 0 <a <b. Montrer que: Vb — Ja = ———
b+ a
2. (a) Montrer que la fonction racine carrée est strictement croissante sur [0 ; +oo].
(b) Compléter le tableau de valeurs suivant puis tracer une allure de la courbe représentative de la
fonction racine carrée dans le repére orthonormé ci-contre.:
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I11. Sens de variation des fonctions associées :

1. Variationsdex | > u(x) +k:

Théoréme : Soit # une fonction définie sur un intervalle / et k un nombre réel fixé. On note v la fonction
définie sur I par v (x) = u (x) + k. Les fONCHONS © €1 1V ooevviieeiiieeiieecee et

Démonstration :
1°" cas : On suppose que u est croissante sur I’intervalle /.

Soita, b € 1, aVEC ...covvvvvevieieiiiiiinan Onaalors ....cccoovvvevvveieieeeeenenne. Parsuite, .....ccoooviiiiiiiiii s

APOU e La fonction v est donc croissante sur 1’intervalle /.

Exercice : Reprendre la démonstration dans le cas ou u est décroissante sur I’intervalle /.

Remarque : La courbe représentative de v se déduit de celle de u par une translation verticale de vecteur

sy

Exemple : Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x* + 3.
La fonction f'a les mémes variations que la fonction carrée. On obtient ainsi le tableau de variations :

X —00 +00

variations dela fonction carrée

variations de f

La courbe représentative de f'se déduit de celle de la fonction carrée par

0

une translation de vecteur W . Construire 1’allure de la courbe

représentative de la fonction f'a partir de celle la fonction représentée
ci-contre.
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2. Variationsde x| A u(x):

Théoréme : Soit # une fonction définie sur un intervalle I et A un nombre réel fixé non nul. On note v la
fonction définie sur 7 par v(x) = A u(x).

Démonstration :
1 cas : On suppose que u est croissante sur I’intervalle 7 et A <0.

Soita,b € 1, avec .................. Onaalors .....ccooovevveeeiieiiiiiinee, Comme A <0, ...oovvvrriiiiieeeeiiinnns ,d’ou
e La fonction v est donc décroissante sur I’intervalle /.

Exercice : Reprendre la démonstration dans les trois cas restants, apres les avoir énumérés.
Remarque : La courbe représentative de v se déduit de celle de # en multipliant toutes les ordonnées par A.

Exemples : — Soit fla fonction définie sur R par f'(x)= % x2. Comme % >0, la fonction fa ......ccccecuenene.

..................................... que la fonction carrée. On obtient ainsi le tableau de variations :
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3. Variationsdex |

u(x)
Théoréme :

Soit # une fonction définie sur un intervalle / telle que, pour tout X € 1, .....cceveeeeuresneescnrcsaecsnsens et le signe de u

€St vereerreneeennenenne sur /.

On note v la fonction définie sur / par v (x) = (1 ]
ul x

LeS fONCLIONS 2 €1V 0N .. eeveeeeiieeeeeeeeeeeeeee e aeaeeeeeneneeeees sur /.

Démonstration :
1" cas : On suppose que u est croissante et strictement négative sur I’intervalle /.

Soita,b € 1,aVEC ...covevvvvieiiiiiiieeeeen, Onaalors ....ccooovveeeeeeieeieieeeeeeen,
Comme la fonction inverse est ........cccccceevvveeeeennennnn. Sur =00 ; O, 0N @ ..ouvveeeeeeiiieeeeiiee e, soit
e —— , la fonction vest donc ......cccevvvvvieiiininnnns sur /.

Exercice : Reprendre la démonstration dans les trois cas restants, apres les avoir énumérés.

Exemple : Etude des variations de la fonction définie sur IR\ {2} par f(x) = —2)1c—+4 .
Soit u la fonction définie par u (x) = —2x + 4. u est une fonction affine strictement ...........c..ccceeeuneennns dont le
tableau de signes est :
X

signede u(x)
e 10 G e R R T RS et fa un sens de
VATIAtIONS .. ..evveeeiieeeiieeeieeeeieeeereeesereeeeneees au.
 SUL ]2 5 00, U ettt e e e e e e b e e eabeeeaaeeennes et faun sens de
VATIALtIONS .. ..eeeiieiieieeiienieeie e au.

On obtient le tableau de variations suivant :

—Rx+4

X 3
variations dela fonctionu 2
. . 14
variations de f
[u]
—IC-I . ) -2 1 I1 4] ‘II é
flo) = 513

-1+
La courbe représentative de la fonction f'est tracée ci-contre : N
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4. Variationsdex' — Vu(x)



Théoréme :

Soit u une fonction définie sur un intervalle / telle que, pour tout X € 1, ...ceevveercsserccsnanes

On note v la fonction définie sur 7 par v (x) = y u(x) .

L1€S TONCLIONS 1 €1V OIE ettt eeeeeeeeeeeeeenneenenee sur /.

Démonstration :
On suppose que u est croissante sur 1’intervalle /.

Soita,b €1, aveC ...cooovvviriieiiiiieeiee, Onaalors .....cooeeeveeeeeieiieiieeeee e Comme la fonction
racine carrée €St ......cccceevvvvennnns SUT [0 ;400 [, 0N @ ..iviiiecieeeiieeeie e o ) L AT ,

la fonction v est donc aussi croissante sur /.

Exercice : Reprendre la démonstration dans le cas ou u est décroissante.

Exemple : Etude des variations de la fonction définie par f(x) = | —2x+4 .

Soit u la fonction définie par u (x) = —2x + 4. On connait déja le tableau de signe de cette fonction !
La fonction fest donc définie sur I’intervalle ]— oo; 2].

— Sur |— 00 ; 2], 1 €St SIrICtEMENt .....occcvvieeiieeeiieeeiee e et fa
ettt sttt e s as au

On obtient le tableau de variations suivant a compléter:

X

variations dela fonctionu

variations de f

La courbe représentative de la fonction f'est tracée ci-dessous :

flz) = vV=2r+4




