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1 NOMBRES COMPLEXES DE MODULE 1

Dans tout ce chapitre, le plan est muni d’un repere orthonormal direct (O; o 7)

1 Nombres complexes de module 1

1.1 L’ensemble U

Définition : On note U ’ensemble des nombres complexes de module 1.
Par unicité de la forme exponentielle, on a U = {0”) ,0¢€ R}.

Exemples :

V2L VB e 1 B

- + 72, e = — — —1; etc. sont des éléments de U.

2 2
— 144 n’est pas un élément de U.
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INE)

— 1;-152; —t5e

Remarque : Graphiquement, I’ensemble U correspond au cercle trigonométrique.

Propriété : Soit 2,z € U.
1
Alors z2/ € Uet — € U.

Démonstration :
Onalzl=1et || =1

|22/ | = |zl x || =1x1=1

11
==1"

z

1.2 Racines n-iémes de 1’unité

Définition : Soit n € N*.
On appelle racine n-ieme de 'unité tout nombre complexe z tel que 2" = 1.
On note U,, '’ensemble des racines n-iémes de 'unité.

Exemples : Uy = {1} et Uy = {—1; 1}.
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Propriété : U,l:{e o, ke{0;1;2; ...:n,fl}}

Démonstration :
Comme 2" =1,0n a [2"| =1+ [z|" = 1.
Comme |z| est un nombre réel positif, on a donc |z| = 1.

On peut donc noter z = e,

. 2k
M=l e =0 e nf =021 <= nf=0+2km, k€L > 0="—" kel
n

De plus, comme z™ = 1 est une équation polynomiale de degré n, elle admet au plus n solutions.
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Onadonc:Un:{e n 7146{0;1;2;...;7171}}

2im

Exemples : U; = {1;6 3 ;e%} et Us = {1;e23";e43";663”} ={1;i; —1; —i}.

Remarque : Les racines n-iemes de I'unité sont les sommets d’un polygone régulier a n cotés, inscrit dans
le cercle trigonométrique.

Exercices : 21, 22 page 57 et 78, 79 page 641 [Magnard]

1. Racines n-iémes de 'unité.



2 DISTANCES ET ANGLES ORIENTES

2 Distances et angles orientés

Théoréme : Soient A, B, C' et D quatre points d’affixes respectives z4, zg, zc et zp.
1.44f3::|23 A'ZA‘
2. Sizg # 2B, (7 @) =arg(zp — z4)

3. Siza #zp et zo # zp, (,ﬁ @) = arg(M)

ZBTZA

Démonstration :
On supposera que A et B ne sont pas confondus (c’est-a-dire z4 # zp). Soit M le point tel que

s
OM = /@ L’affixe de M est zg — z4.
OM = |zp — z4|

(7; O—>M) =arg(zp — za)
Par suite : AB =OM = |zp — za| et (7, E) = (7, O—>M> =arg(zp — 2za).
De plus, si C' et D ne sont pas confondus (c’est-a-dire z¢ # zp) :
(4B; €D) = (4B; @)+ (7:CD)
- (5.08) - (3 7)

= arg(zp —zc) —arg(zp — za)
= arg| —
ZB — %A
Remarques : 1. Les points A, B et C sont alignés si et seulement si arg<

2024 péel).
ZB—ZA

Par définition de la forme trigonométrique des nombres complexes, on a : {

zZo

— 2

A
A

=0 [r] (c’est-a-dire

ZB—%

C

2. Les droites (AB) et (CD) sont perpendiculaires si et seulement si arg (i‘):20> = 5 [n] (c’est-a-dire
B—ZA

2222 imaginaire pur).

Remarques : 1. Les points A, B et C sont alignés si et seulement si arg <Z;:;i> =0 [r] (c’est-a-dire
2C=2A réel).
ZB—ZA

2. Les droites (AB) et (CD) sont perpendiculaires si et seulement si arg (%) = 5 [n] (cest-a-dire

ZD—ZC ;3 acinaire -
~o—.. lmaginaire pur).

Un cas particulier important : Si A, B et M sont trois points distincts d’affixes respectives a, b et z,
A B
alors (MA; M ) :arg(bf ) Or, =2 = 2=b donc :

z
a—z ’a—z z—a

(mzm):arg(z—b)

zZ—a

Remarque : Cette relation est utilisée pour déterminer des ensembles de points.

Applications : Triangles particuliers
Dans la suite, A, B et C désignent trois points d’abscisses respectives z4, zp et z¢.

1. Triangle rectangle rectangle isocéle direct (voir figure 1)

zo— 2
ABC triangle rectangle isocele direct en A < GCRZ
ZB — %A
2. Triangle équilatéral (voir figure 2)
R TS . 2C — ZA iz
ABC triangle équilatéral direct <—= ———— =¢'3
ZB — ZA
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A - 7 B

FI1GURE 1 — Triangle rectangle isocele direct

A4 s v B

FIGURE 2 — Triangle équilatéral



REFERENCES
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3 Caractérisation des cercles et des médiatrices

Propriété 1 : Soit C le cercle de centre €2 d’affixe w et de rayon R.
Le point M d’affixe z est sur le cercle C si et seulement si |z — w| = R.

Démonstration :

MeC<— QM =R~ |z—w|=R

Remarque : |z — w| = R si et seulement si il existe # € R tel que z — w = Re', c’est-a-dire z = w + Re®.

Propriété 2 : Equation paramétrique complexe d’un cercle
Soit C le cercle de centre 2 d’affixe w et de rayon R.

Le point M d’affixe z est sur le cercle C si et seulement si il existe # € R tel que z = w + Re'’.

Propriété 3 : Soient A et B deux points d’affixes respectives a et b. On note A la médiatrice de [AB].
Le point M d’affixe z est sur A si et seulement si |z — a| = [z — D|.

Démonstration :
M € A <= M équisistant de A et de B <= AM = BM <= |z —a| = |z — |

Exercices : 111, 113, 114, 116 page 67 et 121 page 68 [Magnard]
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Alignement, colinéarité.
Configurations du plan.

Nombres complexes et géométrie.
Suites de nombres complexes.
Ensembles de points.
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