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1 DERIVATION DES FONCTIONS SINUS ET COSINUS

En préliminaire au cours :

Exercices : 1, 2, 3, 4, 5 page 81! [Magnard]
Activité : 1 page 822 [Magnard]

On pourra se référer aux deux fiches de rappels de Premiére : « Rappels de trigonométrie » et « Rappels :
fonctions sinus et cosinus ».

1 Dérivation des fonctions sinus et cosinus

1.1 Dérivées des fonctions sinus et cosinus

Théoréme (admis)

Les fonctions cosinus et sinus sont dérivables sur R et, pour tout = € R :

sin’ (z) =cos(z) et  cos’(z)= —sin(z)

Remarques :

1. Pour une idée de la démonstration, on pourra se référer a l'activité 1 page 82 [Magnard].
2. On a prouvé entre autres dans cette activité les deux résultats suivants :
sinz cosx —1

lim =1 et lim =0
z—0 X z—0 X

Exercices : 15, 16 page 91 et 27, 28, 29 page 923 — 18, 20 page 91 et 30, 31, 32, 34, 35 page 92¢ — 1, 2
page 85; 18 page 91 et 40, 41 page 925 — 59 page 155% — 60 page 1557 [Magnard]

1.2 Tableau de variations des fonctions cosinus et sinus

Etude de la fonction cosinus : La fonction cosinus est périodique de période 2, on peut donc limiter
létude de cette fonction & un intervalle d’amplitude 27r. On prendra intervalle I = [—7; 7).

On note f (x) = cosz.
f est dérivable sur I et f'(x) = —sinz.
A Taide du cercle trigonométrique, on a facilement le signe de sinz :

T —T 0
0

T
sin x 0 — + 0

On en déduit le tableau de variations de la fonction cosinus :

T —7 0 T
cos’(z)=—sinz | 0 + 0O — 0
1
cosx Va AW
-1 -1

Rappels de trigonométrie.

Dériver les fonctions cosinus et sibus.
Valeurs remarquables

Périodicité

Calculs de dérivées.

Dérivées successives.

Fonctions composées.

No O W



2 RESOLUTION D’EQUATIONS ET D’INEQUATIONS 1.3 Dérivée de sinu et cosu

Etude de la fonction sinus : La fonction sinus est périodique de période 27, on peut donc limiter I'étude
de cette fonction & un intervalle d’amplitude 2. On prendra lintervalle I = [—7; 7].

On note g () = sin x.
g est dérivable sur I et ¢’ (x) = cosz.
A Taide du cercle trigonométrique, on a facilement le signe de cosz :

x —T -3 5 0
sinx — 0 + 0 -
On en déduit le tableau de variations de la fonction sinus
x —T -7 5 s
sin’ (z) = cosz -0 4+ 0 -
0 1
sin x N Ve AW
-1 0

1.3 Dérivée de sinu et cosu, ou u est une fonction

Propriété : Soit u une fonction dérivable et sur un intervalle I.
— La fonction f définie sur I par [ (x) = cos (u (x)) est dérivable sur I et :

I (z) = = (z)sin (u (x))

— La fonction g définie sur I par g (x) = sin (u (x)) est dérivable sur I et :

g (z) =4 () cos (u(x))

Remarque : C’est une application directe du théoreme de dérivation des fonctions composées.
Exercices : 3, 4 page 85 et 42, 43 page 93 et 6 page 143% — 90 page 158 [Magnard]

1.4 Primitives des fonctions sinus et cosinus

On déduit facilement les résultats suivant de ceux sur la dérivation :

Propriétés :
1. Une primitive sur R de la fonction f (z) = cosz est F'(x) = sinz.
Une primitive de la fonction ¢ () = sinz est G (z) = — cos x.

2. Soit v une fonction dérivable et sur un intervalle 1.
Une primitive sur I de la fonction f par f(x) =’ (z)cos (u(x)) est F (z) = sin (u (z)).
Une primitive sur I de la fonction g par g () =« (z) sin (u (z)) est G (z) = — cos (u (a

Exercices : 40 page 218; 54, 56(c) page 219 et 76 page 22210 —25, 26 page 215 ! — 84 page 258 *? [Magnard]

2 Résolution d’équations et d’inéquations

Pour résoudre les équations et inéquations comportant des cosinus et des sinus, il faut s’aider du cercle trigo-
nométrique et bien avoir en téte les résultats de la fiche « Rappels de trigonométrie ».

8. Dérivée de sinu et cosu.

9. Dérivées successives.
10. Primitives des fonctions sinus et cosinus.
11. Equations différentielles de la forme y’ = ay + f, ot f est une fonction trigonométrique.
12. Calcul intégral.



2.1 Résolution d’équation trigonométrique 2 RESOLUTION D’EQUATIONS ET D’INEQUATIONS

2.1 Résolution d’équation trigonométrique

Propriété 1 : Résolutions d’équations
Pour les cosinus, on se référera a la figure 1 et pour les sinus a la figure 2.
Soit @ un nombre réel.

cos(z) =cos(a) <= v =a+2kr ou xz=—a+2km aveckcZ

sin(z) =sin(a) <= v =a+2kr ou x=m—a+2knr, avec k € Z

J
T=a
o) I
cos (a)
_/ r=—a

FIGURE 1 — Equations avec un cosinus

r=m— ‘/ sin (a)

FIGURE 2 — Equations avec un sinus



2 RESOLUTION D’EQUATIONS ET D’INEQUATIONS 2.2 Résolution d’inéquation trigonométrique

Exemples :
2
1. Résoudre I’équation sin (z) = g sur R.
, V2 , Nz r=142%n ke r=I4+2%m ke
sin (z) = — <= sin(z) = sin <7) = = 3
2 4 r=m—%+2kn, kel r="T+2kn, kel

OnobtientdoncS:{x:Z+2k‘7r,k:€Z}U{x=3I+2k‘7r,keZ}

1
2. Résoudre 'équation cos (2x) = 5 sur |—7; 7).

ﬂ)@{?xzf{%-?kﬂ',kez :){ng—&—lm,keZ

1
cos (2x) 5 cos (x) = cos 3 % = —Z 4 2%, ke r=-2+4+kr, keZ

Reste a déterminer pour quelles valeurs de k& dans Z pour lesquelles les solutions appartiennent a

|—m; 7.
_7r<76r+k77§7r<:>—7g<k7r§567r<:>—g<k§2<:>ke{_1;0}(:)xe{_5g;g}
_”<_g+k”§”‘:’_5§<’m§767T<:>—2<kég<:>ke{0;l}<:>xe{—g;567T}
On obtient doncS:{—zT;—g; %; 5(?}

Exercices : 5, 6 page 87; 45, 46 page 93 et 61, 65 page 953 — 63 page 95 — 66, 67 page 95'° [Magnard]

2.2 Résolution d’inéquation trigonométrique

Propriété 2 : Résolutions d’inéquations
Pour les cosinus, on se référera a la figure 3 et pour les sinus a la figure 4.
Soit @ un nombre réel.

cos (x) > cos(a) <= —a+2kn < x < a+ 2km, avec k € Z

sin (z) <sin(a) <= 7 —a+2kr < x < a+ 2km, avec k € Z

cos (a)

L cos (x) > cos(a)
cos () < cos (a)

FIGURE 3 — Inéquations avec un cosinus

13. Résolutions d’équations.
14. Avec un changement de variable.
15. Lectures graphiques.



2.2 Résolution d’inéquation trigonométrique 2 RESOLUTION D’EQUATIONS ET D’INEQUATIONS

sin (2) > sin (a)

FIGURE 4 — Inéquations avec un sinus

Remarques :
1. Pour résoudre ces inéquations, il est essentiel de s’aider d’un cercle trigonométrique.

2. Pour étudier le signe de la dérivée d’une fonction contenant des cosinus ou des sinus, on sera souvent
amenés a résoudre des inéquations de ce type.

Exemples :
1. Résoudre l'inéquation sin (x - g) > g sur [0; 27
3
sin (asf g) > g <> sin (:cf g) > sin (g)

En s’aidant d’un cercle trigonométrique similaire a celui de la figure 4, on obtient :

T T 27 27

— 4+ 2%k <zr— =< —+2%kn <= — +2%kr <z <7+ 27

3 3 3 3
Reste a déterminer pour quelles valeurs de k dans Z pour lesquelles les solutions appartiennent a
[0; 27

2 2 4 1 2 2
0§§+2k7r<27r<:>7§§2k7r<§<:>f§§k<g<:>k:0<:>x:§

1 1
O§7r+2k:7r<27r<:>—7r§2k7r<7r<:>—§§k<§<:>k:0<:>x:7r

On obtient donc S = {2; ; w}.

2. Résoudre 'inéquation cos (2z) < 0 sur |—7; 7).
cos (2x) < 0 <= cos (2z) < cos (g)

En s’aidant d’un cercle trigonométrique similaire a celui de la figure 3, on obtient :

3 3
g+2k7r<2x<§+2k7r<:)%+k7r<x<%+k7r

Reste a déterminer pour quelles valeurs de k& dans Z pour lesquelles les solutions appartiennent

al—m; m.
—7T<£—|—kﬂ'§7r<:>—%r<k7r§%(E)—Z<k§2<:>ke{—1;0}(:>x:—?%oux:%
77T<?%+k7rg7r<:>f%r<k7r§%<:>f£<k§i<:>k€{fl;0}<:>x:f%oux:?%
OnobtientdoncS}T;Z[U]Z;gj{
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16. Résolutions d’inéquations.

17. Avec un changement de variable.
18. Etudes de fonctions.

19. Modélisations.
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